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Przyktady

Ponizsze zadania-przyklady bedziemy starali sie rozwiazaé¢ znajdujac ekstremalny (najwiekszy lub
najmniejszy) element z pewnej grupy elementéw, na przyklad najmniejsza liczbe z pewnego zbioru
wartosci, najmniejsza sume odleglosci, okrag o najmniejszym promieniu, dwa najblizsze punkty
itp. Niektore zadania sa do$¢ trudne, gdyz nie jest latwo wskazaé¢ wlasciwa grupe elementéw, dla
ktoérej szukamy ekstremum.

1.

10.

(E3) Na plaszczyznie danych jest n punktéw. Kazde trzy z tych punktéw wyznaczaja trojkat
o polu < 1. Wykazaé, ze wszystkie n punktow lezy w pewnym tréjkacie o polu < 4.

. (E4) Na plaszczyznie danych jest 2n punktéw. Zadne trzy punkty nie leza na jednej pro-

stej. Dokladnie n z tych punktéw sa farmami: F' = {F}, Fy, ..., F,,}. Pozostale n punktéw
sa studniami: S = (51, Se, ..., S, ). Naszym celem jest polaczenie kazdej farmy z dokladnie
jedna studnig prosta droga. Wykazaé, ze mozna przyporzadkowaé studnie do farm wzajemnie
jednoznaczne (,,1 do 17) tak, ze zadne dwie drogi nie przecinaja sie.

. (E5) Niech X bedzie dowolnym zbiorem punktéw plaszczyzny takim, ze kazdy punkt z X jest

srodkiem odcinka o koncach nalezacych do X. Wykazaé, ze X jest zbiorem nieskonczonym.

. (E6) Dany jest dowolny pigeciokat wypukly. Wykazaé, ze mozna wybraé trzy przekatne, z kt6-

rych mozna zbudowaé trojkat.

. (E8) Kazdy punkt kratowy (czyli punkt o calkowitych wspéirzednych) jest oznaczony liczba

naturalna. Kazda z tych liczb jest $rednig arytmetyczna czterech sasiednich liczb (z lewej,
z prawej, z gory, z dotu). Wykazaé, ze wszystkie liczby sa réwne.

. (E9) Wykazaé, ze nie istnieja cztery liczby naturalne (z,y, z,u) spelnijace réwnanie

x2+y2=3(z2+u2).

. (E10 Problem Sylvestera) Dany jest skoniczony zbiér S punktéw plaszczyzny taki, ze kazda

linia przechodzaca przez dwa punkty przechodzi przez trzeci. Wykazaé, ze wszystkie punkty
zbioru S lezg na jednej prostej.

. (E11) Kazda droga w Sikinii jest jednokierunkowa. Kazda para miast jest polaczona doktad-

nie jedng droga. Wykazaé, ze istnieje miasto, do ktorego mozna dojechaé z kazdego miasta
przejezdzajac przez co najwyzej jedno inne miasto.

. (E12) Dane sa wieze na szachownicy n x n x n. Wieza bije analogicznie jak w szachach, ale

w 3 prostopadlych kierunkach: poziomo, pionowo i géra-dél. Ile wynosi liczba wiez (oznaczmy
ja przez R,), ktére bija kazde pole szachownicy n x n x n?

Oczywiscie k jest najmniejsza liczbg wiez na szachownicy k x k, ktére bija kazde pole sza-
chownicy.

(E13) Siedmiu karléw siedzi przy okraglym stole. Kazdy ma przed soba filizanke. W nie-
ktérych filizankach jest mleko, ktérego tacznie jest 3 litry. Pewien karzel dzieli swoje mleko
po réwno pomiedzy pozostalymi kartami nic sobie nie pozostawiajac. Pozostate karty robig
to samo kolejno, przeciwnie do ruch wskazéwek zegara. Po tym jak ostatnik karzet podzie-
lit swoje mleko w filizankach jest taka sama ilos¢ mleka, jaka byla na poczatku. Wyznacz
poczatkowa ilos¢ mleka w kazdej filizance.



11. (E14) Kazdy uczen ITIc ma co najwyzej trzech wrogéw (przyjmujemy, ze relacja jest syme-
tryczna: jesli A jest wrogiem B, to B jest wrogiem A). Wykazadé, ze mozna umiescié¢ uczniéw
w dwoch salach tak, ze kazdy uczen ma w swojej sali co najwyzej jednego wroga.

12. (E16) Wykazaé, ze w dowolnym n-kacie wypuklym, n > 3, mozna wybraé trzy kolejne wierz-
chotki A, B, C tak, ze kolo opisane na trojkacie ABC pokrywa caly n-kat.

13. (E17) Wykazaé, ze ny/2 nie jest liczba calkowita dla zadnej liczby naturalnej n.



